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Aufgabe 1: Zeige, dass in einem vollstindigen Markt mit Forwardmafien P7 (T > 0) die
Erwartungswerthypothese
f(t, T) = EIPT [T’T|]:t]

fir t € [0, 7] erfiillt ist.
Aufgabe 2: Im Heston-Modell erfiillt die Varianz v; = o7 die SDE
dve = k(0 — vy) dt + &\/ve dWr.

Man zeige, dass die Volatilitat o; eine SDE der Form

do, = (0‘ - 5@) dt + v dW,
Ot

erfillt und berechne die Parameter o, 5 und ~y.
Aufgabe 3:
i) Sei W eine Brownsche Bewegung auf (2, F, P), P die Verteilung von By = W; 4+ bt, b € R, und 7
eine Stoppzeit mit P[r < oo] = 1. Man zeige, dass

E[ebWT*%T] = P[r < o0].
ii) Sei nun
Sy = sexp (aWt + (p— ;02)15).
Man zeige, dass fiir die first passage time von a, s > a,
To i =inf {t >0:5; <a}

gilt, dass fiir 4 < 02/2 die Wahrscheinlichkeit P[r, < oco] = 1.

iii) Man zeige mit Hilfe von i) und ii), dass fiir den Erwartungswert der Laplace-Transformierten von 7,

unter dem Martingalmaf}
2

Bler = (2)7, uz0.0>0,

gilt.

Bitte wenden



Aufgabe 4: American Perpetual Put

Diese Aufgabe soll zur Berechnung des Preises eines American Perpetual Put, also einer Amerikanischen
Put-Option mit unendlichem Zeithorizont, im Black-Scholes Modell dienen. Gegeben ist also die
Dynamik des Aktienkurses

1
S = sexp (UWt*+(T—2O'2)t), r>0,0>0,

und die Auszahlung
Ht = (K - St)+7 t Z 0.

Gesucht ist der Preis
I(H) =sup E*[e”""(K — S;) "],

V)

wobei das Supremum iiber alle Stoppzeiten 7 > 0 genommen wird und wir annehmen, dass 7 < %-.

i) In einem ersten Schritt beschrianken wir uns auf die Passierzeiten, also Stoppzeiten der Form
To:=inf{t>0: 85 <a}
fiir a < K. Die “Performance” der jeweiligen Stoppzeit ist gegeben durch die Funktion
ga(s) = E*[e™"™ (K — S7,)" [ So = s].

Man maximiere g,(s) iiber alle a € [0, K] mit Hilfe von Aufgabe 3.

ii) Sei nun a* das entsprechende Maximum. Man zeige mit Hilfe der It6-Formel, dass

(ga* (St/\T)e_T(t/\T)) - ein P*-Supermartingal fiir jede Stoppzeit 7 und
t>

(ga* (Star,. )e_r(t/\T“*)) ein P*-Martingal ist.
t>0

Man diskutiere die Anwendbarkeit der Ito-Formel in diesem Fall!

iii) Man zeige, dass fiir jede Stoppzeit 7 > 0
Bl (K — $,)*] < B* [ (K — Sy2)"]

gilt.

Jede Aufgabe 6 Punkte



