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Aufgabe 1:

a) Man zeige, dass die im Black-Scholes-Modell durch die geometrische Brownsche Bewegung
generierten Mafle auf C[0, T] fiir verschiedene Volatilitdten singulér sind. Exakter: Fiir eine
Brownsche Bewegung W und |o1| # |02 sind die durch

; 1
S} = exp <(7th - 202»275), ie€{1,2}

implizierten Mafie P; = (S;).P := P o (S%)~! auf C[0,T] singulir: Py 1P, (d.h. es gibt eine
messbare Menge A mit P;[A] =0 und P2[A] = 1).

b) Nun betrachte man das analoge Black-Scholes-Modell auf C[0,T], T' < oo, mit

) 1
S} = exp (O’Wt + (r; — 202)t>, ie€{1,2},

r1 # ro. Man treffe eine Aussage {iber Singularitdt bzw. Absolutstetigkeit der implizierten Mafe.
c) Wir betrachten nun das analoge Black-Scholes-Modell mit

. 1
S} = exp (th + (ri — 2012)15), i€ {1,2},

auf C[0, oo[ also mit unendlichem Zeithorizont. Man gebe eine Bedingung fiir die r; und o; an, so
dass die Mafle P, und P, dquivalent sind.

Aufgabe 2:

a) Zwei stetige, in L2-beschrinkte Martingale M und N mit My = Ny = 0 heiflen schwach orthogonal,
falls E[M,N;] = 0 fiir alle s, t > 0. Man zeige, dass die folgenden Eigenschaften dquivalent sind:
i) M und N sind schwach orthogonal;
ii) E[MsN4] =0 fiir alle s > 0;
ili) E[(M,N) ] =0 fiir alle s > 0;
iv) E[M,N,] = 0 fur alle s > 0 und alle Stoppzeiten 7 > s.

b) Zwei stetige, in L?-beschriinkte Martingale M und N mit My = Ny = 0 heilen (stark) orthogonal,
falls M N ebenfalls ein Martingal ist.

a) Man zeige, dass M und N genau dann orthogonal sind, wenn E[M, N,] = 0 fiir alle s > 0 und
alle Stoppzeiten 7 < s.

b) Man gebe ein Beispiel von Martingalen M und N an, die schwach orthogonal, nicht aber
orthogonal sind.

Bitte wenden



Aufgabe 3: (Das Volatilitatssprungmodell): Wir betrachten das folgende Modell fiir einen Finanzmarkt
mit stochastischer Volatilitiat: Die risikolose Zinsrate r sei 0, W eine Brownsche Bewegung auf ({2, F, P)
und der Preisprozess S sei gegeben durch

t 1 [t
St:exp</ JSdWS—*/ 0’5(18),
0 2 Jo

wobei o fiir s < T'/2 konstant oo > 0 sei. In T'/2 springt die Volatilitdt auf den zufélligen Wert o /o
und bleibt dort, d.h. oy = o7/, fiir T/2 <t <T. Wir nehmen an, dass o2 und W unabhéngig seien
und das o7/ eine nichttriviale Verteilung besitzt. Man zeige, dass dieses Modell unvollstandig ist,
genauer: es gibt unendlich viele dquivalente Martingalmafle.

Aufgabe 4: Ein alternativer, konstruktiver Beweis des Itoschen Darstellungssatzes

i) Sei W eine Brownsche Bewegung auf (2, 7, P) und f : [0,7] — R eine stetige und beschrénkte
Funktionen und H := f(Wr). Man konstruiere einen vorhersehbaren Prozess £ mit

T
H:E[H]+/ &s AW,
0

indem man die (duale) Warmeleitungsgleichung mit geeigneten Randbedingungen 16st. Man zeige
weiterhin, dass [ £ dW ein quadratintegrierbares Martingal ist.

ii) Nun betrachten wir stetige und beschrinkte Funktionen auf R, 0 =¢; <t9 < ---t, =T und
H =[] fi(W,).
i=1

Man konstruiere wiederum einen vorhersehbaren Prozess £ mit
T
H = E[H] +/ & dW,
0

indem man nun sukzessive auf den Intervallen [t,_1,t,], ..., [to, t1] die (duale)
Warmeleitungsgleichung mit geeigneten Randbedingungen 16st.

iii) Man zeige, dass die Familie aller H der Form [, f;(W4,) dicht in L*(Q, Fr, P) liegt.

iv) Fir welche H gilt nun das Darstellungsresultat? Ist diese Darstellung eindeutig?

Bemerkung: Im Kontext eines Finanzmarktmodells ldsst sich H von ii) auch als Auszahlungsfunktion
einer sogenannten Fade-Option oder einer Asiatischen Option mit geometrischer Mittelung
interpretieren.
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